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Déf. On définit la fonction de Mobius µ par
µ(1) = 1
µ(n) = 0 si n est divisible par le carré d’un nombre premier
µ(p1...pr) = (−1)r si les pi sont premiers et deux à deux distincts.

Prop. On a ∑
d|n
µ(d) =

®
1 si n = 1
0 si n > 1

Démonstration. Posons S(n) = ∑
d|n µ(d).

Calculons maintenant S(n) pour n ∈ N∗. On a, tout d’abord, que S(1) = 1.
Soit n ≥ 2 et soit sa décomposition en facteurs premiers n = ∏k

i=1 p
αi
i

où p1, ..., pk sont des nombres premiers distincts et α1, ..., αk des entiers
strictement positifs.
Les seuls diviseurs d de n pour lesquels µ(d) est non nul sont les produits
de nombres premiers distincts pris parmi p1, ..., pk. Pour un tel diviseur, on
a µ(d) = (−1)i où i est le nombre de diviseurs premiers de d. Or n possèdeÄ
k
i

ä
diviseurs d à un i fixés. On a donc

S(n) =
k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)i = (1− 1)k = 0.

Prop. Soit f : N∗ → R. Si on pose

g : N∗ −→ R
n 7−→

∑
d|n
f(d)

alors, pour tout n ≥ 1,

f(n) =
∑
d|n
µ
Ån
d

ã
g(d) =

∑
d|n
µ(d)g

Ån
d

ã
.

Démonstration. Soit n ≥ 1. On a

∑
d|n
µ(d)g

Ån
d

ã
=

∑
n|d
µ(d)

Ñ∑
d′|n

d

f(d′)
é

=
∑
d′|n

f(d′)

Ö∑
d| n

d′

µ(d)

è
= f(n) par la proposition précédente

Prop. Soit Fq un corps fini de cardinal q (puissance d’un nombre premier).
Pour tout n ∈ N∗, il existe un polynôme irréductible sur Fq de degré n. Le
nombre de tels polynômes est équivalent à qn

n
lorsque n→∞.

Démonstration. Soit n ∈ N∗, on note A(n, q) l’ensemble des polynômes de
Fq[X] irréductibles unitaires et de degré n et I(n, q) = Card(A(n, q)).
• Montrons que

Xqn −X =
∏
d|n

∏
P∈A(d,q)

P =
∏

{P∈Fq [X],deg(P )|n
et P∈A(deg(P ),q)}

P.

Comme Fq[X] est factoriel, on peut écrire la décomposition en facteurs
premiers de Xqn −X et comme les racines dans Fqn de Xqn −X sont
simples, tous les polynômes irréductibles sont différents et vont appa-
raître une fois dans la décomposition de Xqn −X.

Xqn −X =
∏

{Q facteur
irréductible
de Xqn−X}

Q.

On veut donc montrer que

{Q facteur irréductible de Xqn

−X}︸ ︷︷ ︸
A

= {P ∈ Fq[X], deg(P )|n et P ∈ A(deg(P ), q)}︸ ︷︷ ︸
B
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I Soit P ∈ B. Montrons que P divise Xqn −X.
Soit K = Fq[X]/(P ) = Fq(x) un corps de rupture de P où x
est une racine de P (comme P est irréductible, il est unique à
isomorphisme de Fq algèbre près) Comme P est irréductible, à
coefficients dans Fq, unitaire et annulateur pour x, alors P est le
polynôme minimal de x. On a [K : Fq] = deg(P ) = d. Par unicité
des corps finis, on a donc que K est isomorphe à Fqd . On sait que
Fqd = {racines de Xqd −X}.

En effet, soit a ∈ F∗qd alors aq
d−1 = 1 et donc aq

d =
a. Ainsi, F∗qd ⊂ {racines de Xqd −X}. De plus, O ∈
{racines de Xqd −X}, donc F∗qd ⊂ {racines de Xqd −X} et comme
Card({racines de Xqd −X}) ≤ qd, on a bien l’égalité.

On a donc, en particulier, xqd = x. Comme d|n, on a

xq
n =

(
...(xqd)qd

...
)qd

︸ ︷︷ ︸
n
d

fois

=
(
...(xqd)qd

...
)qd

︸ ︷︷ ︸
n
d
−1 fois

= ... = xq
d = x

On a donc que x est racine de Xqn − X. Ce raisonnement peut
être fait pour toute racine de P . On obtient donc que P divise
Xqn − X. De plus, comme P est irréductible par hypothèse, on
obtient P ∈ A.

I Soit P ∈ A. Montrons que deg(P ) divise n.
Notons d le degré de P . Le polynôme Xqn −X est scindé sur Fqn .
Soit x une racine de P dans Fqn . On note K = Fq(x). On a donc

n = [Fqn : Fq] = [Fqn : K][K : Fq] = [Fqn : K]d

Ainsi, d divise n. De plus, comme P est irréductible, on a aussi
P ∈ A(d, q) et donc P ∈ B.

• Montrons que ∑d|n dI(d, q) = qn. On sait par ce qui précède que

Xqn −X =
∏
d|n

∏
P∈A(d,q)

P.

En regardant les degrés, on obtient ∑d|n dI(d, q) = qn.
• Montrons que I(n, q) = 1

n

∑
d|n µ

Ä
n
d

ä
qd. On utilise la formule d’inver-

sion de Möbius appliquée à la fonction n 7→ nI(n, q). On obtient donc

nI(n, q) =
∑
d|n
µ(d)

∑
d′|n

d

d′I(n, d′)

=
∑
d|n
µ(d)q n

d par le point précédent

=
∑
d|n
µ
Ån
d

ã
qd

• Montrons que
I(n, q) ∼ qn

n
.

On a
I(n, q) = qn + rn

n
avec rn =

∑
d|n,d<n

µ
Ån
d

ã
qd.

On peut majorer rn :

|rn| ≤
E(n

2 )∑
d=1

qd = q
qE(n

2 ) − 1
q − 1 .

On obtient donc

rn ≤
qE(n

2 )+1

q − 1
Ainsi, en divisant cette inégalité par qn, on a que rn est négligeable
devant qn quand n tend vers l’infini.
On obtient donc l’équivalent

I(n, q) ∼ qn

n
.

Leçons possibles : 123 - 125 - 141 - 144
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